Appell sorozatokkal kapcsolatos diofantikus eredmények  =  Diophantine results connected with Appell sequences by Rakaczki, Csaba
Szakmai za´ro´jelente´s az F68872 sza´mu´ OTKA (2007-2010)
pa´lya´zatro´l.
A kutata´si pa´lya´zat kerete´ben sza´mos effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyt
e´rtu¨nk el Appell sorozatokat tartalmazo´ diofantikus egyenletek ege´sz
megolda´saira vonatkozo´an. Az ala´bbiakban ismertetju¨k a legfontosabb
ele´rt eredme´nyeket.
Scha¨ffer 1956-ban bebizony´ıtotta, hogy az
(1) Sk(x) = 1
k + 2k + · · ·+ xk = yn
diofantikus egyenletnek ro¨gz´ıtett k ≥ 1 e´s n ≥ 2 esete´n csak ve´ges sok
x, y pozit´ıv ege´sz megolda´sa van, eltekintve a
(2) (k, n) ∈ {(1, 2), (3, 2), (3, 4), (5, 2)}
kive´teles esetekto˝l. Azt is megmutatta, hogy a fent felsorolt esetekben
az (1) egyenletnek mind´ıg van ve´gtelen sok x, y megolda´sa. Scha¨ffer
eredme´nye ineffekt´ıv, ami azt jelenti, hogy a bizony´ıta´si mo´dszer nem
szolga´ltat semmilyen algoritmust a megolda´sok meghata´roza´sa´ra.
1980-ban Gyo˝ry, Tijdeman e´s Voorhoeve az (1) egyenletne´l le´nyegesen
a´ltala´nosabb
(3) s(1k + 2k + · · ·+ xk) + r = yn
egyenlet vizsga´lata´val kezdtek el foglalkozni. A Baker-mo´dszer felhasz-
na´la´sa´val azt sikeru¨lt bebizony´ıtaniuk, hogy a (3) egyenletnek ro¨gz´ıtett
k ≥ 2, r, s ege´szek esete´n csak ve´ges sok x, y ≥ 2, n ≥ 2 megolda´sa
van, felte´ve, hogy s egy ne´gyzetmentes pa´ratlan ege´sz, k 6∈ {3, 5}, ha
r = 0. A bizony´ıta´s sora´n egy effekt´ıve meghata´rozhato´ felso˝ korla´tot
adtak a megolda´sok abszolu´t e´rte´keire.
1984-ben Brindza egy effekt´ıv ve´gesse´gi a´ll´ıta´st bizony´ıtott szuperel-
liptikus egyenletek megolda´ssza´ma´ra vonatkozo´an. Ezen eredme´nye´t
felhaszna´lva bela´tta, hogy a (3) egyenletnek abban az esetben is csak
ve´ges sok effekt´ıve meghata´rozhato´ megolda´sa van, ha s egy tetszo˝leges
pa´ratlan ege´sz sza´m.
1990-ben Hiroyuki Kano japa´n matematikus igazolta, hogy a (3)
egyenletnek az ala´bbi esetekben is csak ve´ges sok x, y ≥ 2, n ≥ 2
megolda´sa van:
a) k pa´ros e´s s pa´ratlan,
b) k pa´ros e´s s ≡ 4 (mod 8),
c) k ketto˝ hatva´ny e´s s ≡ 2 (mod 4),
d) k ≡ 3 (mod 4) e´s az s/(k + 1) to¨rt sza´mla´lo´ja 6≡ 2k+1 (mod
2k+2).
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21996-ban Brindza e´s Pinte´r s = 8 e´s n = 2 esete´n nyertek effekt´ıv
ve´gesse´gi a´ll´ıta´st a (3) egyenletre vonatkozo´an.
A kora´bbi mo´dszerekkel e´s ele´rt eredme´nyekkel azonban nem lehetett
teljesen le´ırni azon r, s, k ege´szeket, amelyek mellett a (3) egyenletnek
csak ve´ges sok x, y ≥ 2, n ≥ 2 ege´sz megolda´sa van.
A 2007-ben indulo´ OTKA pa´lya´zatunk fo˝ ce´lkitu¨ze´se az volt, hogy
ezt a majd 30 e´ves proble´ma´t re´szben, vagy esetleg teljesen megoldjuk.
2007-ben Pinte´rrel ko¨zo¨sen sikeru¨lt bebizony´ıtanunk, hogy pa´ratlan
k esete´n a k-adik Bk(x) Bernoulli polinomot ba´rmilyen komplex b
sza´mmal eltolva a kapott Bk(x) + b polinomnak mind´ıg van ha´rom
egyszeres gyo¨ke. Ismert, hogy az Sk(x) = 1
k+2k+· · ·+xk hatva´nyo¨sszeg






Ezt az o¨sszefu¨gge´st kombina´lva a Pinte´rrel ko¨zo¨s eredme´nyu¨nkkel meg
lehet mutatni, hogy a (3) egyenletnek pa´ros k > 7 esete´n tetszo˝leges
r, s ege´szek mellett csak ve´ges sok x, y ≥ 2, n ≥ 2 ege´sz megolda´sa
van. Sajnos a bizony´ıta´si mo´dszeru¨nk nem tette leheto˝ve´ a pa´ratlan k
esetek hasonlo´ vizsga´lata´t. A mo´dszert tova´bbfejlesztve, illetve kom-
bina´lva bizonyos sza´melme´leti eszko¨zo¨kkel, a Bernoulli polinomokra
nyert a´ll´ıta´sok egy analo´g verzio´ja´t igazoltuk a ma´sik legismertebb Ap-
pell sorozat tagjaira, az Euler polinomokra (Ek(x)).
2010-ben ortogona´lis polinomok egy csala´dja´ro´l, a Hk(x) Hermite
polinomokro´l bela´ttuk, hogy k ≥ 7 esete´n egy tetszo˝leges b komp-
lex sza´mmal eltolt Hk(x) + b polinom is mind´ıg rendelkezik ha´rom
egyszeres gyo¨kkel. Emellett, egy teljesen u´j mo´dszert kidolgozva ve´gre
sikeru¨lt mind az Euler mind a Bernoulli polinomok esete´n is igazolni,
hogy pa´ros k ≥ 6 e´rte´kek esete´n is igaz, hogy a k-adik Euler, illetve
Bernoulli polinomok komplex sza´mmokkal valo´ eltoltjainak szinte´n van
legala´bb ha´rom egyszeres gyo¨ke. Ezen eredme´nyek alkalmaza´sake´nt ef-
fekt´ıv felso˝ korla´tot adtunk Appell sorozatokat tartalmazo´ hiperellip-
tikus, illetve szuperelliptikus egyenletek
F (Hk(x)) = y
2, F (Ek(x)) = y
2, F (Bk(x)) = y
n
ege´sz megolda´saira vonatkozo´an, ahol F(x) tetszo˝leges nem ne´gyzet,
illetve nem n-edik hatva´ny, raciona´lis egyu¨tthato´s polinom. Ve´gu¨l tel-
jesen le´ırtuk mindazon (s, r, k) ege´sz sza´mha´rmasokat, amelyek mellett
a (3) egyenletnek lehet ve´gtelen sok x, y ≥ 2, n ≥ 2 ege´sz megolda´sa.
Ezen kive´teles esetekben meg is adunk ve´gtelen sok x, y ≥ 2, n ≥ 2
3megolda´st. Ezzel az eredme´nnyel sikeru¨lt a Gyo˝ry, Tijdeman, Voorho-
eve a´ltal elkezdett, Kano, Brindza, Pinte´r a´ltal tova´bb vizsga´lt 30 e´ves
proble´ma´t megoldanunk.
Eredme´nyeinket 5 tudoma´nyos cikkben publika´ltuk e´s to¨bb nemzetko¨-
zi konferencia´n tartottunk ro´luk elo˝ada´sokat.
A 2007-ben megjelent, Pinte´rrel ko¨zo¨s cikkben aze´rt nincs feltu¨ntetve
az OTKA sza´m, mert az eredetileg 2007 janua´rto´l indulo´ OTKA pa´lya´-
zat csak 2007 ju´liusto´l indult, ı´gy a cikk megjelene´sekor me´g nem volt
meg a pa´lya´zat OTKA sza´ma.
A pa´lya´zat munkaterve´ben szerepel olyan ineffekt´ıv ve´gesse´gi ered-
me´nyek kidolgoza´sa, amelyek azAn(x) = g(y) t´ıpusu´ diofantikus egyen-
letekre vonatkoznak. Ezen erdeme´nyeket re´szben a proble´ma bony-
olultsa´ga miatt nem sikeru¨lt megvalo´s´ıtani. A ma´sik oka ennek az,
hogy az effekt´ıv eredme´nyek esete´n jo´val to¨bb mindent sikeru¨lt a ku-
tata´s ideje alatt bela´tni, mint azt eredetileg terveztu¨k. Pe´lda´ul a fent
eml´ıtett 30 e´ves diofantikus proble´ma teljes megolda´sa.
